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Problema 1. Consideram mul{imile:
A={neN|n< 1000 si n da restul 2 la impértirea cu 3},
B={neN|n< 1000 si n di restul 1 la impartirea cu 7}.
a) Care este cel mai mic element al multimii A N B?
b) Aflati numaérul elementelor multimii 4 U B.

Solutie. a) A= {2,5,8,...} si B={1,8,15,...}, deci numérul cerut este m =8 ...... 4.5p
b) Elementele multimii A sunt de forma n = 3m+ 2, cu m € N. Din conditia 3m + 2 < 1000,
obtinem m < 332, deci m ia valorile 0, 1,2, ..., 332. Rezultd cad A are 333 de elemente...... 3p
Elementele multimii B sunt de forma n = 7p+ 1, cu p € N. Din conditia 7p + 1 < 1000,
obtinem p € 142, deci p ia valorile 0,1,2,...,142. Rezult&card B=143 ...................3p
Daci x € AN B, atunci z < 1000 gi  — 8 este divizibil cu 3 gi cu 7, deci cu 21.......... 3p
Reciproc, dacd 21 | « — 8 & @ < 1000, atunci = — 8 este divizibil cu 3 si cu 7, deci z da la
impéartirea cu 3 si cu 7 aceleagi resturica 8, asadarx e AN B ... 3p

Reiese ¢ o = 21k + 8 < 1000, k € N, deci 0 < k£ < 47, iar AN B are 48 de elemente .. .. 3p
Numarul elementelor multimii A U B se obtine adunind numérul elementelor multimii A cu
numérul elementelor multimii B si scdzdnd numarul elementelor comune. Rezulta ca AU B are
DR BIETHETIIRR  counmmnoniosiomvmmims e s it S 50 S DR o A s O B R 3p

Problema 2. Determinati numérul natural prim « sl numé&rul natural nenul y avind pro-

. x z+1
prietatea o— = ————.
2y xz+y+8

Solutie. Relatia din enunt se scrie sub forma z (z+y +8) =2y(z + 1), (%)........... 1.5p

Rezultd cd z divide produsul 2 -y - (x + 1). Cum numérul z este prim, inseamné cd z divide
2 wdivideysan e divide B L. i e s s s nin s e R S R e 3p

In prifil caz OBEHHEH 4 =D BUH =8 cownsnvmmmnmeiessus pime i, s s s 6p

fn al doilea caz, fie y = dz, unde d este un numér natural nenul. Inlocuind in {*}, deducem
dupa calculecd z + 8 =d(z + 2). Este evident ci nuputem avead=1.................... 3p

Atunci z + 8 > 2(z + 2), prin urmare z < 4. Cum x este prim, fnseamni ci = € {2, 3}.

Daci » = 2, atunci d = 3 # N. Dacd z = 3, atunci d = 15—1 ¢ M. Agadar, nu obtinem solutii in

HIBBE BIBP . omesenmims ey 500w 6050005 1405 85 S N 355 TR0 1 A i 58 S B8 e AT o8 3p
In cel de-al treilea caz, din = | + 1 rezultd cd z | (z+ 1) — x, agadar = | 1. Cum =z este
prim, nu obtinem solutii NiCI TN BCERE CAZ . ... .vv it s v e i vniae e 6p
Solutie alternativd. Relatia din enunt se scrie sub forma o + 8z = y(z +2) .......... 4,5p
Rezultd cd = + 2 divide z* + 8z, prin urmere z + 2 divide (2* + 8z) —z(z + 2) = 6x...6p
In continuare, = + 2 divide Bl R — B T s sssomimmnmanss o e A S AN # 6p
Cum z este numar natural prim, singura valoare admisibilaeste x =2.................. 3p
Pentru z = 2, din relatia 2° + 8z =y (x + 2) obtinem ¢ =5 .. .c.uovinn somnavins sss oo 3p

Notg. Perechile (x,y) de numere naturale (cu y nenul) avand proprietatea din enunt sunt
(L,3), (2,5), (4,8) si (10, 15).



Problema 3. Triunghiul ABC este isoscel si are /BAC = 100°. Cercul de centru € si
razd C'A taie segmentul BC' in D, cercul de centru D si raza DB taie segmentul AB in punctul
interior £ &i cercul de centru D &i razd DA taie segmentul AC in punctul interior F.

a) Ariitati ci CF = DE.

b) Paralela prin punctul F' la dreapta AB taie latura BC in M. Aratati ca M D = AE.

Solutie. a) Ardtdm ci ABDA=ACFD, (1) ........ 1,5p
In triumghiul ABC avem fFABC = FACB =40°....... 3p
In triunghiul isoscel CAD avem ZCAD = ZCDA =

180° — LACD __

o
Reiese ZDAB = /CAB — LZCAD = 30°, ZADB = 180° —
ZDAB— Z/DBA=110°, £LCFD = 180° — ZAFD = 110° . 3p
Astfel DA = DF, /BDA = ZCFD si ZABD = /FCD

deci, conform cazului de congruenta LUU, afirmatia (1) este

demonstratd ... ap

b) Din FM || AB rezultd ZCFM = ZCAB = 100°. Astfel ZDFM = ZDFC — /MFC =
T i G A S B 0 o o S A A 3p
[n triunghiul isoscel DEB avem /DEB = /DBA = 40°, de unde /EDB = 100°, deci
FAPRE = XADE— LEIB = T i s st s mmim v s e s s me s e 3p
Deocarece Z/MFD = /EDA, FD = DA si, din congruenta (1), ZMDF = /EAD, obtinem
AMFD=/AEDA (LI G008 BEEF ST vsvcnmien vimnn omms e mesisss o5 semet i s sy 3p

Problema 4. Vom numi /ente numerele naturale nenule I care an cel putin patru divizori si,
dacd 1 =d; <dy <...<d, =L sunt divizorii lui L, atunci fiecare numar din sirul divizorilor,
ineepand cu al patrulea, este mai mic sau egal decat suma a trei dintre divizorii precedenti.

a) Ardtati ci 72 este un numér lent.

) Demonstrati cd produsul oriciror doud numere lente este tot un numar lent.

Solutre. a) Divizorii lui 72 sunt 1 <2 <3 <4 <6 <8<9<12<18 <24 <36 <72, iar

4L14243,6<24+344,8<C3+446,0te., . cvvrerriinminennenenmmomnmresosnmnoney 4,5p
b) Fie M si N doud numere lente. Atunci orice divizor al lui M N este de forma mn, unde
900 | B B [l oo s S o R B B S S A b o S S B 3p

Dacé m nu este unul dintre cel mai mici trei divizori ai lui M, atunci m < my + mg + ms,
unde m; < ms < my < m sunt divizori ai lul M. Reiese mn < myn + msn + magn, iar
myn < man < man < mn sunt divizori ai lui MN. Analog, daci n nu este unul dintre cel mai
mici trei divizori ai lui N. Astfel, in acest caz, mn este mai mic sau egal decit suma a trei

divizori al numarulul MN care 1l preced .. ... e 6p
Pentru cazurile ramase, observam ca un numér lent L este divizibil eu 6. In caz contrar,
. L L L .
daci 2 | L, atunci divizorii precedenti lui L sunt cel mult T T deci au suma cel mult
1 1 1 L L
L(g | E + ?) < L, iar dacd 31 L, atunci divizorii precedenti lui I sunt cel mult A E deci
T 1 1%
R i 7 R —————— 6
au suma cel mu 2-I-4-|-5) P

Rezultd c4 riman de analizat cazurile m,n € {1,2,3}, deci mn € {1,2,3,4,6,9}. Daci
mn < 3 atunci mn este unul dintre primii trei termeni ai girului divizorilor, dacs mn € {4,6}
atunei mn £ 1124 3, lar dacd mne =0, 8tunci mn 8 2-F 30 uvvin sommesn svemsrnaP



