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Problema 1. Determinati numerele reale = pentru care {z} — {2026 -z} = =.
(Notatia {a} reprezintd partea fractionard a numdrulus real a.)

Sl SR B Y ovmnsorionsnnsusimn s m g o N KR 1,5p
Ecuatia data se reduce la —{2026z} = [z]. Dar 0 < {2026x} < 1, deci —1 < —{2026z} < 0O,
TR ITEE, (] B . oot 1 i s 0 A R DB 500 6p
Deducem cé solutiile ecuatiei date sunt numerele reale care verificd egalititile [z] = 0 si
s e T o W 3p
De aici reiese cé, pe de-o parte 2026z c Z, pedealtAparte 0 <2z < 1. ..........oian. 6p
Atunci 20262 = k € Z implicd « = m, keZjar0 <z < 1lrevinela 0 < —— < 1, deci
la ke {0,1,2,...,2025}. Conchidem c& multimea solutiilor este {0, 20126’ 20226’ e gg;;} 6p

Problema 2. a) Aritati ci existd numere naturale nenule a si b pentru care va? + 2026 - b2
este numéar rational.

b) Care este cel mai mic numér natural nenul b pentru care existd un numér natural a astfel
ca va? + 2026 - b2 g4 fie numar rational?

Gazeta Matematicd

Solutie. a) Un exemplu de pereche (a,b) de numere naturale nenule care indeplineste
conditiile din enunt, este (2025,2). Intr-adevir, 20252 + 2026 - 22 = 20252 + 4 - 2025 + 4 =

(0095 - % = 00975 deii /20252 + 0B - D2 =WIT B oiis nsssmisorasume i 6p
b) Vom aridta cd b =2 este numaArul COIUL ........ooviiiiiiiiiriiniiniiiiiiiaeinnene, 3p
Asa cum am vazut, pentru b = 2 exista un a convenabil, si anume ¢ = 2025, ... ... ... 3p

Ramane si mai ardtidm ci pentrn b = 1 nu existd un a convenabil.

Conditia ca /a2 + 202652 g4 fie numar rational este echivalentd cu a® + 202652 si fie patrat
523 1.5p

Presupunénd ci ar exista ¢ € N pentru care a® + 2026 = ¢2, ar trebui ca a si ¢ si fie de
aceeasi paritate. Dar in acest caz ¢ — a® = (¢ — a)(c+ a) ar i multiplu de 4, in vreme ce 2026
nu este multiplu de 4. Contradictia obfinutd arati ca pentru b = 1 nu exista un a convenabil
deci cel mai mic numar b cu proprietatea din enunt este b=2. ... ..o il 9p

Problema 3. Considersim triunghiul ABC cu AB = AC =
2 - BC. Perpendiculara dusi in punctul € pe dreapta AC in-
tersecteazd mediatoarea segmentului AB in punctul D. Fie M
mijlocul segmentului AD, N mijlocul segmentului AB si P in-
tersectia dreptelor BM gi DN,

a) Demonstrati c¢i PC | CB.

b) Demonstrati ca DC =2 . PC.

Solutte. a) Ne propunem sé artdm ¢ ABPN = ABPC . covvvvviivicniininniniinss

Pentru aceasta obgervam cd CM = %AD = NM, ca mediane in triunghiurile dreptunghice
ACD gi AND. Rezultd astfel ABNM = BCM (LLL), deci ZNBM = ZCBM ............ 6p




Dediigen NBPN — ABPE (LULJ, désl FPOH = LENB =3 conssayommismns 6p

b) Aratam ca ADCP ~ AACB, (1), ceea ce implica g; = g% NS S — 3p
Avem /PCD = 90° — /PCA = LACB i ZDPC = 180° — ZNPC = 180° — (360° —
ZPNB— ZPCB — /NBC) = ZNBC, ceea ce dovedeste relatia (1) ....................... 6p

Problema 4. Considerim un triunghi dreptunghic isoscel ABC si notdm cu M mijlocul
ipotenuzei AC, cu N mijlocul segmentului CM, cu P piciorul perpendicularei din M pe BN,
cu F piciorul perpendicularei din A4 pe BN si cu R piciorul perpendicularei din M pe AE.

Aratati ci K este centrul de greutate al triunghiului ABP.

Solutie. Avem AC =2 -AM =4-CN ................ 1,5p
: AR AM 2
Deoarece MR || BN, avem B = AN g 3p

Astfel, pentru a obtine concluzia, este suficient &4 aritim ci
AFE este mediana in triunghiul ABP., Cum AE 1 BN, pro-
prietatea precedenti se reduce la a dovedi cid E este mijlocul
gegmenbulul B oo vovien i oes Svas s o aveaas soi 3p

Construim patratul ABCD si consideram punctele U =

AENBC, T = BNNCD. Atunci ATNC ~ ABNA (TFA),

AB AN , = ;
deci T NC 3. Apoi ZBAU = 90° — /TBA = £TBC si

obtinem ABAU = ACBT (CU), de unde BC = 3BU, (1)..6p
Din AU || MS &i AC = 2AM reiese cA M S este linie mijlocie in triunghiul CAU, de unde

Folosind (1) reiese ci BU = US = SC, ceea ce arati ci EU este linie mijlocie {n triunghiul
BSP, deci F este mijlocul sepmentulul BEF ..o oor i ap

Altd solutie. Ca mal sus, este suficient si ardtdm ci E este
mijlocul segmentului BP...................... 1,5 4+ 3 + 3p
Construim €D | BN, D € BN. Atunci ZABFE = 00° —
LDBC = £BCD, deci AABE = ABCD (IU), de unde reiese
BT i s somee s A P o A R 6p M
Apoi AMPN = ACDN (IU),deci CD =MP......... 3p
Avem /MBPFP = 90° — ZBMP = /PMN, de unde reiese H" N LD

ABMP o AMNP oottt e 3p X

. BP BM MC | . P v
Obhtinem WP - MN -~ MN =2, deunde BP =2MP = L E C"
201 = 2BEF, deci B este mijlocul segmentului BP ......... 3p o :

Altd solutie. Ca mai sus, ardtam cd F este mijlocul segmentului BP ....... 1,54+ 3+ 3p

Fie X mijlocul segmentului BM. Atunci AB = BC, BX = %Bﬁ/f = %C‘M = C'N si

L ABX = 45° = ZBON,; deci AAXB = ABNC (LUL) cvovvinssens oo powsies sv iy i 6p

Rezulta LABE+ /BAX = ZABE+/CBN = 00°, deci AX | BP, ceeace arati cd punctul
X se afli pe AE. Cum X este mijlocul segmentului BM si X E || M P, reiese ¢ X E este linie
mijlocie in triunghiul BPM, deci E este mijlocul segmentului BP ..........c.ooviiennn.. 9p



