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Puricta] din ool v mavvimisemas s srmias v sy snmim e sesee v enen 10 p

Problema 1. a) Determinati numerele reale 2 pentru care numerele = + /3 si 322 + /3
sunt rationale.

b) Aritati ci nu existd niciun numér real y astfel incit numerele y + /3 &i 3y + 33 + /3 84
fie rationale.

Solutie. a) Din = + /3 = a € Q rezulti @ = a — /3 si astfel 32+ /3 =3{a — 3)? + V3 =

e S N T R R 3p
Numérul 322 + /3 este rational dacd si numai daci 1 —6a =0, adicha =% €Q. ...... 3p
Existd, asadar, un singur numér real care verificid enuntul, anume = = % — B 1,5p
b) Presupunem ci existiye Rcuy+v3=a€c Qsi34°+3°+V3=bcQ. .......... 3p
Deducem ciy =a —+v3giastfel b=3(a —v3)2 + (a —v3)*  +v3=3a2 + 9+ /3 - (1 -

6a) +a® —3a®V/3+9a—-3v/3=0>+3a+ 924+ 9+v3 (-3a®>—6a—2) €Q. .....o...... 6p

%
—31+/3

Rezults 362 + 6a + 2 =0, deunde a = ¢ (), deci presupunerea este falsd. ....6p

3

Problema 2. Ardtati cs numé#rul +/(zzz — y)? + (yyy — x)? este irational, oricare ar fi
cifrele distincte nenule = si y.
Gazeta Matemalicd
Solutie. Notim A = (zz@ — y)? + (yyy — =)°. Ardtim ci A nu este pitrat perfect.
La fmpértirea unui patrat perfect la 11 se poate obtine restul 0, 1, 3, 4, 5 sau 9, (+) ....6p
Avem (Faz —y)? = (1lle—y)P =110z +z—y)° = Mu+zx—yP° =M+ (xz—y) ..... 3p
Analog, (gg7 — x)2 = Mi1 + (y — z)?, deci A = (zzx — y)° + (ygg — =)? = My + 2(z — y)?> 3p

Din () rezults cd A € {Myy, M1 + 2, M3 +6, My + 7, My + 8, My + 10} .oooovinnn 6p
Cum z # y, rezultd cd A # My, deci prin impértirea lui A la 11 se pot obtine doar resturile
2, 6, 7, 8 sau 10, iar din (*) rezulti ci A nu este patrat perfect .......oocovviiiiiiiinnnn. 3p
Ca urmare, VA= /(@2 — y)? + @57 — )2 CR\Q. . oovovvieeiiien e 1,6p

Problema 3. Fie ABCA'B'C’ o prismé triunghiulari regulati, M, N, P mijloacele muchi-
ilor AB, C'C’, respectiv A'C’ si punctul Q pe muchia BC, sstfel incit AB = 18 cm, A4’ = 3+/3
em si B¢ =10 em.

a) Ariitati ci AB L (CMC").

b) Aratati ca dreptele M N si PQ sunt perpendiculare.



Solutie. a) Cum triunghiul ABC este echilateral si M este mijlocul lui AB, obtinem C'M |
AB. Din C'C' L (ABC), AB C (ABC), deducem C'C 1 AB si cum CM,CC’ sunt drepte
concurente din planul (CMC’), deducem AB | (OMC’). ... . ..o it 6p

b) Fie P’ mijlocul lui B'C’', M’ mijlocul lui A'B', C'M'N PP = {8}, QQ' || AB, Q' pe
muchia AC si CM N QQ’ = {S}.

Cum PQ@Q < (QP'P), este suficient sa aratam ca MN | (QP'P). Din AB | (CMC"), avem
AR MM sionn Q0 || AR, ohibien BV L IE. .o e smsosmomoosssorsonswmss. o 1 3p

Vom arata ca S5 | M N si pentru aceasta, ca patrulaterul M SN S’ este ortodiagonal. Cum

NC' = NC si §'C' = M'S', avem: MS? + §'N? — SN2 + M&§? = MS? + §'C? + C'N? =

SC? 4+ NC? + MM”? + M'8? & MS? =8C?2 - MM, ..o ciiianiaeannn. 6p
vap _ ABY3 . . MS  BQ MS 10 SR R I
Dar CM = 5 = 943 cm si CM -~ BC ~ 93 18 = MS = 5v/3 cm, de unde

SC = 43 cm si cum MM = 3+/3 em, avem MS? = SC? + MM”? & (54/3)% = (44/3) +
(31/3)2, relatie adevarats. Obtinem, astfel, ci patrulaterul MSN S’ este ortodiagonal, deci
MN 18T sivon N LQU vl BN L IPPQ) i wvsmcenmmmmmssons s 6p

ABRAEE, MEIN [ PEY: v imimsasvmnsions vswassns s s e o s v s e s e s v 1,5p

Problema 4. Un cub cu latura de lungime € € R, € > 0, este impartit in 297 de cuburi,
dintre care unul are latura de lungime z, x +# 1, si restul au latura de lungime 1.

a) Aratati ca £ € .

b) Determinati valoarea numarului £.

Solutie. a) Cuburile In care este impartit cubul cu latura £ au fetele paralele cu fetele acestuia.
Fie d o dreapta care intersecteaza cubul mare, paralela cu o muchie a cubului, care nu
intersecteaza cubul de latura z, atunci d va intersecta cubul mare dupa un segment MN = £ si
s o N ibiids. de Jatird 1., 88 =16« 1B T . vmnpann e o e o Si 6p



b) Considerand o dreaptd d’ paralelid cu o muchie a cubului mare, care intersecteazi cubul

delatura z, atunci £ =x+ k-1, keNgideaiciz e N* ....ciiviiiiiiiiiiiiiiiiioiinns. 3p
Egaland volumele, obtinem £3 = 2% + 296 < ({—2) (2 + £ -z +2%) = 23.37, unde 4,2 €
. T 3p

Pentru z = 2, obtinem ¢3 = 304, care nu are solutii naturale, deoarece 6> = 216 < 304 <
343 =73 deciz > 3. Daci b —z >4 =206 =0 — 23 > (:E—|-4)3 — 23 = 1222 + 48z + 64 > 296

pentri » =3, deel nil avem SoHIEIS: (v asms s pime vias 00 visimse vl RS e B i 0% s s sabs e 3p
Deci £ —2|23.37Tsil—a<3={¢—ae{l,2}). Dackl—z=1= (x+1) =23+ 206 =
322 + 3z = 205 care nu are solutii in IN. ... ..o 3p
Dack b—2x=2= (@ +23=23+206 = 622+ 122 =288 = 22 + 2u = 48 & (z + 1)? = 40,
deci z =6, de Unde £ = B, ..o r it e e e e e e 4.5p



